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Ecuatiile miscarii unidimensionale autosimilare

Col. ing. Gheorghe Nicolaita
Ministerul Apararii Nationale

ABSTRACT. In the paper is present the self - similarity draft. On the
of the self - similarity is introduce dimensioless variable V, R and P in
stead velocity v, density p and preasure p. Is utilize dimensionless
variable independent A and montion rquation, continuity equation
and entropy conservation equation is write in A function.

1  Conceptul de autosimilaritate

Pentru evidentierea problemelor care pot fi rezolvate cu ajutorul analizei
dimensionale, trebuie analizate variabilele dependente s$i parametrii
caracteristici ce caracterizeaza miscarea unidimensionala.

Variabilele fizice de baza in metoda lui Euler sunt viteza v, densitatea
p si presiunea.p iar parametrii caracteristici sunt coordonata liniara r, timpul
t si alte constante care intrd in ecuatiile din conditiile la limita sau conditiile
initiale ale problemei. Cum dimensiunile marimilor p si p contin simbolul
masei, este necesar ca cel putin o constantd a carei dimensiuni sd contina
simbolul masei trebuie sa fie parametru caracteristic. Fard a pierde
generalitatea analizei, considerdnd cd aceastd constantd este a, putem
presupune dimensiunile constantei a de forma:

[a] = MLFT (1)
Pe baza acestei observatii, se pot face urmatoarele schimbari de
variabile pentru viteza, densitate si presiune:
a a
p= (K3 R: p= s +2 P, 2

r
v=-V;
t

unde V, R si P sunt noile variabile adimensionale, care pot depinde numai
de combinatii adimensionale ale lui r, t $i un alt parametru caracteristic al
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problemei. In cazul general aceste variabile V, R si P sunt in functie de doua
variabile adimensionale. Dacd poate fi introdus un alt parametru
caracteristic b cu dimensiuni independente de ale lui a, numéarul de variabile
adimensionale care pot fi formate din combinarea parametrilor caracteristici
1, t,a si b se reduce la o singura variabila.

Cum dimensiunile constantei a contin simbolul masei, putem consi-
dera cd dimensiunile constantei b (fara a pierde generalitatea problemei) nu
contin simbolul masei, de exemplu ludim dimensiunile Iui b de forma:

[b]=L"T" 3)

In general pot fi mai multe constante caracteristice dar dimensiunile
lor trebuie sa depindad de a si b. Pentru analiza miscarilor autosimilare este
esential ca sd existe doar doud constante caracteristice cu .dimensiuni
independente. Exponentii fixati k, s, m si n pot fi numere intregi, fractionare
sau transcendente. Acesti exponenti In problemele specifice sunt determinati
de formularea problemelor, proprietitile solutiilor cautate si'de factorii care
nu tin de scopul analizei dimensionale.

Singura combinatie independenta adimensionald in acest caz este:

rt?
4
> “4)
si poate fi inlocuitd, pentru m #/0, de variabila:
r
A= — (5)

unde d = -n/m.

Daca m = 0satunci V, R g1 P depind numai de timp si viteza devine
proportionala cu r.

Solutia dependenta de A (variabila independentd adimensionald) poate
contine si un numar de’ constante arbitrare. Acest argument aratad cad atunci
cand parametrii caracteristici includ doar doud constante cu dimensiuni
independente pe langd r si t ecuatiile diferentiale cu derivate partiale
satisfacute de” viteza v, densitatea p si presiunea p, In miscarea
unidimensionald nestationard, se poate inlocui cu ecuatii diferentiale
ordinare pentru V, R si P.

Solutiile acestor ecuatii diferentiale ordinare pot fi obtinute uneori in
forma analiticd iar in alte cazuri aproximativ, folosind integrarea numerica
cu mentiunea cd astfel de miscari se numesc autosimilare. Utilizand
dimensiunile:

[a]g, =M'LT* , [b]g, =M°L™T",
obtinem:
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‘:i} :MlLk_mTS_n, i=c ’ [C]SI:MlLk—st—n’
b Jq; b

c
p= m_kR ,cu s=n, m=k+3
r
c

P=——"117
/m k +1

P,cu s=n-2,m=k-I

2 Ecuatii utilizate in studiul miscarilor autosimilare

de continuitate si de conservare a entropiei sunt:

ot or por

op Opv pv

—+—+(v-1)==0 6
oo TN (©)

ot p! or p!

unde vy este indicele adiabatic , v = 1 pentru unde plane, v = 2 pentru unde cu
simetrie de rotatie gi v.= 3 'pentru unde cu simetrie sferica.

Sistemul .de ecuatii (6) nu contine alte constante dimensionale prin
urmare, problema migcarii autosimilare este determinatd doar de numarul
parametrilor . cu/ dimensiuni independente introdusi de conditiile
suplimentare ale problemei. Daca sunt doar doi parametri §i au dimensiuni
independente miscarea este autosimilara.

Se inlocuiesc in ecuatiile (6) variabilele dependente v, p, p cu relatiile
(2), iar in locul variabilelor independente x §i t se considerd variabila
independenta adimensionala A din relatia (5). Inlocuind expresiile
derivatelor variabilelor v si p in functie de variabila adimensionala A:

ov r rdV oA

- = V 4+ -

ot 2 t dr Ot
ﬁ = lV + Ed_V%

or t tdi Or

a_p — _(k+1)R+Bd_P%
or r PdroOr

(7
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unde
oA . A oA A
Zo2m e (8)
ot t or r
Prima ecuatie (ecuatia de miscare) din sistemul (6) devine:

P’ 2 P
AM(-V)V'—— =V =V —(k+1)—. 9
(G-v)v-] (1) g
Ecuatiile doi si trei din sistemul (6) iau forma:
x((S—V)RE—V']:—s—(k—v+3)V, (10)
A(8-V) E—yg =—s(1-y)-2-[k(1-y)+1-3¥]V 1D
P R
in care V =d—V , R’ =d—R si P =d—P; 0, s,k sunt constante
da da da

adimensionale, A variabila independenta dimensionala.

3 Problema pistonului

Un gaz ocupa interiorul unui tub cilindric care este inchis la un capat de un
piston. Gazul este 1n repaus in conditiile initiale v;=0, p, p1 si la un moment
dat pistonul incepe. sd/se miste cu vitezd constantd U. Parametrii
caracteristici In.acesta problema, tindnd cont de r si t, sunt densitatea initiala
p1, presiunea initiald p; si viteza pistonului U.

4 Concluzii

Deoarece dimensiunile lui p;, p; §i U sunt legate prin relatia:

Ny 0

rezultd cd doar doud constante caracteristice cu dimensiuni independente
intervin in problema, deci miscarea este autosimilara.

Dacd viteza pistonului nu este constantd, de exemplu este
proportionala cu o putere a timpului:

u=¢gt" ®)
ale carei dimensiuni (pentru n # 0) sunt independente de cele ale lui py, pi:
ey, =LT™™ )
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in consecintd miscarea nu poate fi autosimilard. Miscarea pistonului cu
viteza variabild poate fi consideratd ca o miscare autosimilara In cazul limita
cand p; = 0, caz in care apar doar doud constante independente, respectiv p;

si§.
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